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(1.0) Lineare Gleichungssysteme

Ax=b (a,)%=b Max=b  i=12,.,m j=12,..n

)
i=1

x=A"b.

(1.1) Determinanten

det 4.
CRAMER-Regel  x, = ot A]
e

Aj erhilt man aus der Koeffizientenmatrix A,
wenn man die j-te Spalte durch b ersetzt.

Berechnung der Determinanten det 4 = | A|

a)detA =Y (-1)"a,-det(4,). detAj ist dic Unterdeterminante zum Element a;j.

b) det 4 = Hrﬁ (r;j) = R 1st die Dreiecksmatrix zu A4.

C) firn=2: detA=ay1ax»n — anan

a4 ap|ay ap
d)firn=3: detd=|a,, a,, ayla, a, (SARRUS-Regel)
a3 dy  Ayi|d; 4

= Ay1Ay Ay + A Ay05, T 0130505, — 130,05 — A),05305, — A1,0,,05;

e)detA" =detA. detA' = !

det A
1 0 0]x
(1.2) GAUB-JORDAN-Verfahren — A|b—p= st S E|x=|0 1 0| x,
0 0 1]x,

(1.3) GAUB-JORDAN-Verfahren mit Wahl der maximalen Pivot-Elemente.
Die Spalten in der Matrix E sind dann entsprechend vertauscht.

(1.4) GAuBs-Verfahren
a, f... sind die verdnderten Variablen a, b, ...

Kot hs | B X =By —hX; —1yx,) 1y
A | b elementa.reUmformung% R | B — 0 rzz l"23 Bz — x2 — (Bz _ 7"23)(:3)/7"22
0 0 ny|B Xy, =By /1

o a . P

Eliminationsfaktoren /,, =—2! speichern, Elimination: o.,, =a,, —/,,-a,, usw.
a
11

X, =B, /7, xf(ﬁ,-—Zn-jx,-j/m j=n-Ln=2,.,1

k=j+1




Formeln zur Numerik Numerik - Neff
(1.5) LR-Zerlegung:
Ax=b, A=LR, Ly=b, Rx=y
1.r1k=a1k fur k=1,2,...l’l
2. firjedes i = 2,3, ..., n
2.1 firk=1: [, =4
ay,
k—1
22 fiirk=2,3,..,i-1: Ly =(a =D Lr)
j=1
i—1
23 firk=ii+1,..,n: ;;k:aik—ZIl.jrjk
j=1
3.y mit Vorwirtseinsetzen aus Ly =5b
4. x mit Riickwértseinsetzen aus Rx =y
R|y|x
Schema zum verketteten Algorithmus: I b
LR-Zerlegung, verketteter Algorithmus fur n =3
m U 3
Reihenfolge: 0 ay,-n,l, Ay —Fslyy
P 0 0 Ay — Rl — 15l
11 12 13
0 [2. [3.
0 0 Ig 1 0 a, a4, 4y
a, /'n, 1 a, ay a4y
I 0 0)(aq, a, a; - . . .
Il_, 1 O . 021 a22 a23 a31 /rll 32 p 12731 1 31 32 33
22
4. 1. 1) \ay a, ay

LR-Zerlegung, verketteter Algorithmus fir n =4

Reihenfolge:
o Ny Nz Ty

0 [2. |5 [10.

0 0 |6 [IL.

0 0 0 [12.
10 0 0)(a, a, a; a,
L. 1 0 0 |9 dxn Gy Ay
3. 14 1 0||a, a, a; ay
7. 8. 9. 1)\a, a, a, a,
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(1.6) Spur einer Matrix: spurd=trA=a;+aptaxs+...ta,= Zaii
i=1

(1.7) Inverse Matrix
A ist invertierbar, wenn det 4 # 0.
A™" ist invertierbar, wenn rang 4 =n.
A '=4. A-B'=B"4'.  AH =" kA)'=s"Aa".
det A = I
det A
A, B sind dhnlich, wenn eine reguldre Matrix U existiert, fiir die gilt: A = U 'BU.

(1.8) Inverse Matrix und Determinante mit FADDEJEW-Verfahren

1
A'=—H det4=(-1)""c,
c?‘l
H=A4-c¢-E|H,=4,—¢c,-E |--- | H,=0,,,,
mit A=A A,=A-H, A,=A-H,
A A A
¢ - spur A, ¢ = spur A, ¢ = spur A,
1 2 3
(1.9) LEONTIEF-Modell, Input-Output-Analyse
o X X | N
Gozintomatrix>” M=|x, X, X3 |
X Xz X33 | )s
X..
Verflechtungsmatrix 4 mit a, =—
i
J
Verflechtungsgleichung x=Ax+y
Bedarfsvektor x=(E-A""y
(1.10) GAUB-SEIDEL-Verfahren
Zeilensummenkriterium auf sichere Konvergenz priifen. Z‘aij‘ < |aﬁ|
yr
) ] —a; fur i#
Umgewandeltes lineares Gleichungssystem a; xj = b; + Cx.  ¢; =
0 fir i=j
la, |b Cr x| O
Rechenschema: : C,
n i-1
Iteration: x =| b+ Z G x§k) + zcjj x}kﬂ) /a;
j=itl j=1

&= + Cpx®+ L x*N) gy
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(2.1) Eigenwert-Probleme

Eigengleichung Ax=Ax = (A-AE)x=o0

Charakteristisches Polynom
y(A) =det(4 - A E) = (1) A"+ gy A"+ quo A2+ .+ A+ qo
Qo = (1) qui=spurd - (-1)"". qo = det A

Eigenvektoren aus (A-AE)x=0 mit rang(A|b) <n
Satz von CAYLEY-HAMILTON  y(4)=0

(2.2) Normierung von Vektoren v

a) 1. Komponente hat den Wert eins. v;/ v,

b) Linge hat den Betrag eins. v, / \/vf +VI oV

c¢) Prozentanteile, zusammen 100% = 1. v, / Z 2 wobei alle v; 20 oder alle v; <0.

d) Ganzzahlig. Mit entsprechendem Faktor multiplizieren.

(2.3) FADDEJEW-Verfahren

charakteristisches Polynom
y(A) = (—l)n+1 [-A"+c AT+ A+ ey At C ]

mit =P A—AH, und H —A-cE siche (1.8)

1

i
fir Eigenwerte Ay , Matrix 4™", Grad des Polynoms 7.

Matrix U mit den Eigenvektoren uy als Spalten
U =\N"E+\N"H +\ " "H,+..+H |
Zum Beispiel Berechnung der Eigenvektoren mit den 1. Spalten:
w, =N e 0 0y A N, R
mit h;; als 1.Spalte der Hilfsmatrix H;
Oder mit HORNER-Form
u, = (((elkk +h1’1)7uk +h2,1)7\.k +...+hn72,1)7\.k +h,,

(2.4) MARKOW-Ketten, Stationdres Gleichgewicht

Stochastische Matrix § mit 0 <s; <1 und ZSZ., =1
Verteilungen Ve =S v V= Sk V.

Stationires Gleichgewicht limv, =lim S*v, =v_ =S"v, =u, _,
k— k—o =

Eigengleichungen Sx, = xq. (S-AE)x=o. S-E)x=o0
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(2.5) Diagonalmatrizen
1

d, 0 0Y (1/d, 0 0
0 d, 0| = 0 1/d, 0
0 0 d, 0 0 1/d,
d, 0 0Y (d5 0 0
0 d, 0|=0 d o
0 0 d, 0 0 di
A 0 0
D =0 XA, 0| heilit Spektralmatrix
0 0 A,

(2.6) NEWTON-Iteration

GERSCHGORIN-Kreise K,=1z|z-a,|<). ‘aﬁ‘ i=1,2,....n
B
. x
Iterationsformel X =X, —M
S(x)
HORNER-Form f(x)=Wax+a, ) x+a,,) x+..+a,

(2.7) LR-RL-Verfahren nach RUTISHAUSER

L R — Zerlegungen A= Ly Ry
R L —Multiplikationen A1 =Ry Ly
A oo,
Grenzwerte lim 4, = - , limL, = E
0 A,
R-L =4,
Rechenschema
R,-L, =4,
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(3.1) Simplex-Verfahren

Zielfunktion G= Zgjxj j=1.n
j=1

Bedingungen Za..x; <b x>0 i=1..m

BV ()Cj) (yz) bi qi
Tableau () | (@) | E | (b) (ﬂj
ais
-Gy oo -
Pivot-Spalte: max (g;)
Pivot-Zeile: min (q;) = min (b;/ a;;))  mit q;>0
Optimum alle g; < 0

(3.2) Zwei-Phasen-Methode
Gleichungen Gesperrte Schlupfvariable w einfiihren

Minimierung —G=Zgjxj (zal-j j Zbl)'(—l)
j=1 i=1

Mindestbedingungen (z a,x, > b’) (1)
i=1

1. Phase zuldssig, wenn w; =0 und kein b;<0
2. Phase wie (2.1)

(3.3) Zuordnungen

=

Bedingungen x; =1. x; =1
=1

—
—_

Jj=

Zielfunktion Cesamt = z z ¢.. x.. — Minimum

i i
j=1 i=1

Basisvariable =n

. Matrixreduktion
. unabhingige Nullen besetzen
. Decklinien fiir alle Nullen =>
unbedeckte Zellen u, doppelt bedeckte d, einfach bedeckte e
. min(u) ermitteln
. beiu: —min(u)  beid: + min(u)  beie: keine Anderung
. optimal, wenn n unabhéngige Null-Elemente
. Ergebnismatrix ist eine Permutationsmatrix

Verfahren

W~ 3

NN L A

m n
Variante 1 Maximiere Ggesamt = Z Z g%,
=1 j=1
Komplementirmatrix mit ¢;; = k—g;.

Variante 2 Fiktive Bestimmungsorte, wenn z a. > Zb ;
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(3.4) Transportverfahren
Bedingungen Z a, = Zbl
le.jzai (i=1,..,m). le.jzbi (J=L.,n). x,>0
J=1 i=l
Zielfunktion Minimiere Cgesamt = z ZCl.jxl.j
=l j=1
Matrixminimumverfahren: max(x;) — min(c;)
Hilfsvariable u=cjj—v; und Vj=cj—u
Kostendifferenzen djj = ¢ij —ui — vj
Optimal, wenn alle dj=0
(4.1) Polynom-Interpolation
Polynome f(x)=a,+ax' +a,x’ +..+ax" = z a-x=ax"+a, X" +..+a,

(4.2)

i=0

HORNER-Form  f(x)=((a,x+a, )-x+a, ,)-x+..+a,

1 x x
1 x x
VANDERMONDE-Matrix |1 x} x2

Interpolation nach NEWTON

NEWTON-Form fiir Polynome

x5 lineares Gleichungssystem Va =y

Sx) = o+ cr(x — x0) + ca(x — xo)(x —x1) + ...+ cnlx —X0)(x —x1)(X — X2)... (X — Xn-1)

HORNER-Form fiir NEWTON-Polynome

f(x)z(((cIl (x—xnfl)+cn71)(x—xn72)+...cz)(x—x1)+cl)(x—x0)+co

Dividierte Differenzen  [x, x,]= KN [x,xx,]= o] =, ]
X, — X, X, —X,
I X Vi
0x,|yo=¢
[xlxo] =6

1| x Vi [xlexo] =6
Interpolationsschema [ X, xl] [ XX, X, xo] =c,

20| » : [x3x,x ] :

[,
31X Vs
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(4.3) Spline-Interpolation

Kubische Splinefunktion

a, (x—x,) +b,-(x—x,)" +c, - (x—x,)+d, fir x € [x, , x]
5.(x) = a - (x—x) +b - (x—x,)" +¢ - (x—x,)+d, fir x € [x,, x,]
a, -(x—x,H)3 +b_ (x—x_) +c,_ (x—x_)+d, firx e [x,_,,x,]

Spline-Entwicklung

di = Vi bo=0 b,=0
(% = X) Dy + 200 =%, )by +(5, =X by, = [y e — j =r
Xig =X XX
b, b, b, b, b, L
1=1 |2(x,-X,) X,—X, 0 0 0 T,
1=2 X, =X,  2(X;-X,)  X;3—X, 0 0 L,
1=3 0 X;—X,  2(X,—X,)  X,—X, 0 L
1=4 0 0 X, —X;  2(X5—X3) 0 I,
0
i=n-1 0 0 0 0 0 2(x,—-Xx,,) |,
bi _bi—l
- 3(x; —Xiy)
c, = Yinn = Yi (b1+1 —b, ) (X1+1 ) b (X1+l )
Xig =X 3
(4.4) BERNSTEIN-Polynome
Binomialentwicklung (a +b)n Z( j "p = z B’
i=0 [

Rekursive Berechnung B"=a-B" +b-B"

BERNSTEIN-Polynome B (x) =((1-x)+x)’ =Z( j(l O)"xt =1 fiir 0<x<I

i=0

(4.5) Bézier-Interpolation

Punkte des BEZIER-Polygons (i‘ yl.j
n
BEZIER-Polynome
f(x)= Zyl( ja =Yy B fir 0<x<l
i=0

f(x)= yoBg +lel3 +Y2B§ "')’3333
F() = po(1=%) +3,3-(1=x) x+ ,3-(1=x) - %" + px°
S =((3o(1=%)+3y,x)- (1= 2) +3,%7 )- (1= x) + y,x’



noch (4.5) Bézier-Interpolation

Rekursive Berechnungen
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B'(x)=(1-x)- Bi“'1 +Xx- Bi’_‘il

() _

A =y A=)+

Schema nach DE CASTELJAU

Steigung bei yo123
Steigungswinkel

(4.6) A'-Regression
Ansatzfunktionen

Yo
l-x|y vy

L ZB. yy, =(1=X)y, + 1,
X Yoo Yo Yo

Vi Vs Vs Yo
3:(yi23 — yo12)

o(x) = arctan f'(x)

P(x)

Summe der Abweichungsquadrate A= z (v, —a ¢(x)—b)’
i=1

Normalgleichungs-System {

Normalgleichungen {

Regressionskoeffizienten a =

Speziell fiir y=mx+b

(4.7) V'-Regression

Lineare Regressionsmodelle
mit den Ansatzfunktionen

VANDERMONDE-Matrix

VANDERMONDE-Gleichung

Interpolationswert fiir x =z

> o(x?) Z@(%)J,[Zaj:(Z@Z(x,)y,]
Vi

o(x,) n

aZ((P(xi))z +bz o(x,) = Zyi o(x;)

aZ(p(xi)+nb = Zyi
zyi '(o(xi)_zyi 'Z(o(xi)

m= nzxiyi _zxi 'Zyi

1 a
2 2 b==> yi—— o(x)
ny (p(x)) —(D o)) n 2 n 2

Iy, vy,
iy —(Tx) MR

Yx)=ao+ a1pi(x) + az @a(x) + ... + ax ¢(x)
@i (x)

L ooy(x)  o,(x,) 0, (xp)
V= 1 o,(x) o(x) 0, (x)

I @y(x,) o(x,) 0, (x,)
Va=y = VWa=V"y

Yz)=ao+aipi(z) + a; ga(z) + ... + ax ox(2)
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(5.1) Potenzreihen

Potenzreihen am Entwicklungspunkt xo f(x)= z a, (x—x,)"

(k)
Speziell TAYLOR-Reihen f(x)= Zf () (o y
k=0

: : _ S (k)(O)
Speziell MACLAURIN-Reihen (xy = 0): f(x)= Z
k=0

(5.2) Binomische Reihen

Binomialkoeffizienten

n n(n D(n—2)...n— k+1) n!
k k! kL (n—k)!

: : : n n n n n—1 n n-2_2 n n—k _k
Binomialreihe (a+x)" = a" + a x+ a” x"+.+ a"txt 4.
0 1 2 k
) ., n n\ , ny .,
Speziell a=1: (I+x)" =1+ . X+ 5 X 4.+ ‘ X+

_lx— Il 2 I3 3 I1-3-5 x4i—... flir |x|<1
2" 24" 246" 2468

Vltx =(lix)% =

1
Wix=(axy =1aiy- L2 1250 D258 0y gy |1 <1
3 36" T369" 36012

1 . . . . . .
! :(li)c)75=1$lx+1 3x2$1 3 5x3+1 35 7x4_+ . fiir |x|<1
1+x 2 2-4 2:4-6 2:4-6-8
1 -1 — 2.3 4 .
1T:(lix) =lFx+x"Fx +x F+... fur |x|<1
+x
1

c=(4x)7 =1F2x+3° F4x’ +5x T+ fiir |x|<1
(IJ_rx)

(5.3) Reihen transzendenter Funktionen

3 5 7
arctanx=x——+———+— fur |x|<1
3 5 7
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(5.4) Numerische Integration

Zerlegung h=

b
Sehnen-Trapez-Regel J-f(x) dx =~ g(J’o +2y,+2y, +... 42y + Y, )
StMPSON-Regel n geradzahlig

b
h
A=jf(X)dxz§[yo + 3, 43 Yy st Y, )2 vt L) ]

(xn —% )5 4 :
Verfahrensfehler V= T S P(z) mit x,<z<x,
n
Abbruchbedingung A -4, |<¢g

(5.5) Differentialgleichungen

Differentialgleichung 1.0rdnung y'+a(x) y =b(x)

RUNGE-KUTTA-Verfahren, vierstufig y,,, =y, + h W

Gewichtung W= (w+2w +2w +w,)/6
W =g(xk,yk)
h h
w, =g\ X% +ank +E'W1
Zwischenwerte

h h
Wy =g\ X, +ank +E'Wz

w,=g(x +hy, +h-w)

1

Xe P Ve i e =W

Rechenschema

Fehlerschitzung: e<h.



