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2.1 TRENDGERADE

Beispiel 2.1
Die folgende Tabelle enthilt die Absatzmengen eines Betriebs fiir die Zeitrdume 2000 bis 2008.

Zeitraum| Zeit X | Absatzmenge Y | [t ein linearer Zusammenhang zwischen der Zeitentwick-
x*(i) x(i) y(i) lung X und einem Merkmal Y statistisch gesichert, dann
Jahr [1000 Stiick] liegt ein linearer Trend vor.

2000 1 204 Die Regressionsfunktion y=mx+b

2001 2 225 C 1 . . e

B 5 EE] nennt man Trendgergde; sie ldsst sich wieder mit Hilfe

2003 7 288 der Methode der kleinsten Quadrate berechnen.

2004 5 263 Trendgeraden sind Spezialfélle der Regressionsgeraden,

2005 6 290 wobei X das Merkmal Zeit darstellt.

2006 7 310 Korrelationskoeffizient » und BestimmtheitsmaB »* geben

2007 8 328 wieder Auskunft tiber die Starke der Korrelation.

2008 9 404 Wenn fiir die Priifmal3e aus der FISHER-Verteilung
XFempirisch > XFlaitiscn  gilt, dann ist der Zusammenhang
statistisch gesichert. — Excel / Trend

Als Datenreihe X benutzt man die Folge der Zeitrdume x(i), nicht die Jahresangaben x*(i).

Eine Folge von Daten Y, die von der zeitlichen Entwicklung abhéngen, nennt man Zeitreihe.
Die Zeitreihenanalyse beschéftigt sich mit der Untersuchung solcher Merkmale Y (X).

Hauptziel der Zeitreihenanalyse ist die Prognose, d.h. die Berechnung von Werten, die zeitlich
nach dem letzten Beobachtungswert liegen, im obigen Beispiel: § (10), $(11) usw.

Daten einer Zeitreihe sind auf Zeitpunkte oder auf Zeitrdume bezogen.
Zeitpunkte, z.B. Einwohner der Stadt Mannheim am 1.1.2006. Man behandelt die Daten
als seien sie stetig, im Diagramm konnen die Punkte verbunden werden.
Zeitrdume, z.B. Anzahl der Geburten in der Stadt Mannheim im Jahr 2005. Man behandelt
die Daten als diskrete Werte, im Diagramm kdnnen die Punkte nicht verbunden werden.
Keine Zwischenwerte!

Das Komponentenmodell
Die Beobachtungswerte y; entstehen im Zusammenwirken vieler Einflussfaktoren.
Im einfachsten Fall stellt man sich vor, dass sich die Faktoren additiv iiberlagern.
yi=yitsitin
Beobachtungswerte = Trendwerte + Saisonkomponenten + irregulire Restwerte
¥i sind die saisonbereinigten Trendwerte, s; sind die trendbereinigten Saisonwerte.

Die Saisonkomponenten sind zunichst einfache Differenzen: s;=yi— i (= ei)
In den Saisonkomponenten sind also zunédchst die Restwerte ir; enthalten.
Diese Abweichungen s; nennt man Residuen, "errors", Saisonschwankungen,

Zykluskomponenten oder trendbereinigte Werte.

In Residuenanalysen untersucht man, ob diese Residuen s; irgendeinem Zyklus folgen. (Autoregression)
n—h

D=7V -7)

Man bestimmt dazu den betragsmaximalen Auto-Korrelationskoeffizienten R ==
=

t=1

Typischen Saisonschwankungen sind 12-Monate-Zyklen, die 4-Quartale-Zyklen,
die 5-Arbeitstage-Zyklen, die 7-Tage-Zyklen, Tageszeitschwankungen. 1,5% yoy
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2.2 SAISONSCHWANKUNGEN

Maximaler Auto-Korrelationskoeffizient R; = 0,655 => Zyklus iiber 3 Zeitrdume

Zins- Mittelwert ym = 4,73

Zeitraum| satz Zahler = [y(t) - ym]*[y{t+1) - ym]

t [ahre]| y[%l |yit) -ym [y(t) -ymE]| y(t+1)  Za{t+1)] yit=2)  Za{t+2)| yt+3) | Za(t+3)| yit+4)  Za{t+)| y(t+5)  Za{t+5)| y(t+6) | Za{t+6)| y(t+7) | Za{t+7)|
1 5,10 0,375 0,141 4100 0,234 | 4,80 0,028 5,20 0,178 4,40 0122 | 490 0,066 5.20 0,178 4,30 0,159
2 4,10 0,625 0,391 4,800 -0,047 | 520 0,297 | 4,40 0,203 4,90 0,109 5,20 0,297 | 4,30 0,266 4,90 0,109
3 4,80 0,075 0,006 52000 0,036 4,40 0,024 | 4,90 0,013 5,20 0,036 4,30 0,032 | 490 0,013 5,00 0,021
4 5,20 0475 0,226 4,400 -0.154 | 4,90 0,083 5,20 0,226 4,30 0,202 [ 4,90 0,083 5,00 0,131 4,10 0,297
5 4,40 0,325 0,106 4,900 -0,057 | 5,20 0,154 | 4,30 0,138 4,90 0,057 [ 5,00 0,089 | 4,10 0,203 4,70 0,008
6 4,90 0,175 0,031 52000 0,083 4,30 0,074 | 4,90 0,031 5,00 0,048 4,10 0,109 | 4,70 -0.004 0,537
7 5,20 0475 0,226 4,300 -0.202 | 4,90 0,083 5,00 0,131 4,10 0,297 [ 470 -0.012 0.786 |R(T)= 0,298
8 4.30 0425 0,181 4,900 -0.074 5.00 0117 | 4.10 0.266 4,70 0.011 -0.391 |R(6) = 0.436
o 4.90 0175 0,031 5,000 0.048 4.10 -0.109 | 4.70 -0.004 -0,693 |R(5)}= -0.217
10 5.00 0,275 0076 4100 -0.172 | 4.70 -0.007 1.181 |R{d)= 0,384
1 4.10 -0.625  0.391 4,700 0.016 -0.589 |R(3)= 0.655
12 4.70 -0.025 0,001 -0.758 |R(2)= -0.327
13 4,94 0212 1803 R(1)= 0,41

Beispiel 2.2

Die Entwicklung einer betrieblichen Kennzahl Y {iber 13 Quartale soll untersucht werden.
Die Kennzahlen sind zeitpunktbezogen, die Absatzmengen in Beisp. 2.1 waren zeitraumbezogen.

Zeitraum

Betriebs-
Kennzahl

X [Quartale]

y [%]

1

4,80

4,30

5,30

6,50

5,90

5,70

6,80

8,20

Oo|NoO|O|d[W|IN

7,00

7,10

7,90

9,30

8,70

10,00

Die Untersuchung umfasst Trendanalyse und Residuenanalyse:

a) Bestimmung der Trendgeraden,

damit ergeben sich die saisonbereinigten Trendwerte y; = y(x;)
b) Priifung auf Stirke und Signifikanz des Trends: r, 1*, XF cmpirisch
¢) Bestimmung der Saisonkomponenten s;,

das sind die trendbereinigten Saisonwerte s; = y; — yi

Ein 4-Quartale-Zyklus ist in der Grafik zu erkennen.

Die Maxima liegen im 4., 8., 12. Quartal (Weihnachtsgeschift?).
d) Bestimmung der mittleren Saisonkomponenten

das ist je ein Mittelwert S fiir die L., II., II1., I'V. Quartale

s, = %IZ::S” wenn die Daten fiir & Zyklen vorliegen.
¢) Bestimmung des Prognosewertes p (xn+1) flir den Zeitraum n+1
das ist einfach die Summe p = y(Xp11) + S,
d.h. die Summe aus Trendwert und Saison-Mittelwert.

f) Die trendbereinigten Werte s; = y; — y(xi) enthalten die eigentlichen
Saisonkomponenten, die durch die mittleren Saisonkomponenten s,
reprasentiert werden, und die irreguléren Restwerte ir;
si=s;tirn = iri=s8 —S, = yi—yi—5,

- Excel / Trend

8,00

6,00

Kennzahl
=
[=]
a2

2,00

0,00

-2.00

Quartale
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2.3 AUFGABE TREND

Aufgabe Trend

gegeben: Zwei Datenreihen: Zeitabschnitte und realisierte Daten der Zufallsvariablen Y.
Lénge der Zyklen, Teile der Arbeitstabelle

gesucht / Schritte:

1. Funktionsgleichung der Trendgeraden
Arbeitstabelle ergdnzen, Regressionskoeffizienten m und b berechnen.
Funktionsgleichung y = m x + b angeben.

2. Funktionswerte der Trendgeraden (Wertetabelle) ¥;.
Die Zeiten x; in die Funktionsgleichung einsetzen.

3. Trendbereinigte Saisonkomponenten
Si=Vi—Yi

4. Mittlere Zykluswerte

1 k
S I = ; ; Sij
5. Prognosewerte
P=Y(Xntz) + 5, fiir den z.ten Zeitabschnitt nach dem Zeitabschnitt n

6. Irreguldre Restwerte
ir=s —S, = yi—yi—5,
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2.4 SATTIGUNGSNIVEAU

1. Bei langlebigen Konsumgiitern wie

Kiihlschrianken, Fernsehgerite, Compu- 2 f(x)

ter vermutet man eine Absatzentwick-
lung mit Sattigungsniveau S flir den
Bestand solcher Konsumgiiter.
Wachstumsprozesse mit Séttigungsni-
veau (saturation level) sind auch fiir Pro-
duktlebenszyklen typisch.
Eine hdufig verwendete Ansatzfunktion
fiir solche zeitliche Entwicklungen ist die
logistische Funktion mit der Gleichung

S

10

oo

0]

N

A B

-1

10
=————— =[Abb. hier | ———
Y= e L P | T L

2. Das Sittigungsniveau S schiitzt man in der Regel mit Hilfe auBermathematischer Uberlegungen.
Zum Beispiel wird man den Séttigungs-Bestand an Kiihlschranken, Fernsehgerdten usw. auf
1 =100% der Haushalte schitzen: "100 % der Haushalte besitzen einen Kiihlschrank".
Fiir Markt-Prognosen miisste man eventuell nach zwei Kiihlschrinken pro Haushalt fragen,
denn viele Haushalte besitzen mehr als einen Kiihlschrank (in der Bar, im Wohnanhédnger ...).

ist eine "echte" nichtlineare Funktion.

mx+b
e

3. Die Ansatzfunktion y = "

(Im Gegensatz zu den linearisierbaren ¥ =a @(x) + b in Abschnitt num4inpol, 3.20 oben)
Das Logarithmieren der Funktionsgleichung fiihrt zu einer linearen Ansatzfunktion.
Dann kann man die Regressionskoeffizienten fiir die lineare Regression verwenden.

(\/X)z ln(em x+ b) 11’1(67):7 ln(ex) = x
y:% = y,(l_l_enierb):S = §:1+€mx+h:> E_lzemwrh
1+en1r y y
. . S . S )
logarithmieren: In| ——1|=mx+b. Voo =In|Z-1|=y" =mx+b.
Y y

4. Fir die Regressionskoeffizienten fiir einfache lineare Regression gilt

m:nzx"yf_zxi'zz)’i 1
nle_z ‘(2’%—) n

und damit fiir die logistische Ansatzfunktion:
e (S) n
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2.5 LOGISTISCHER TREND

Beispiel 2.3

Fiir die Ausstattung der Privathaushalte mit Mobiltelefonen Jahr Zeitraum x vy [%]
rechnet man mit einer Sattigung von 100%=S. In der Tabelle 1930 1 1,80
sind fiir die Zeitrdume x; die Sdttigungswerte y(xi) gelistet. 1331 2 2,50
a) Man bestimmt zuerst die Koeffizienten m und b 133? i igg
und die Gleichung der Trendfunktion. 1994 5 3.80
b) Die Schitzwerte §; sind zu berechnen. 1995 [ 10,90
c) Mit der Funktionsgleichung sollen Prognosewerte 1996 7 15,00
bis 2010 bestimmt werden. 1997 B 25930
d) Das Bestimmtheitsmal} r? ldsst sich berechnen und 1998 3 42,20
interpretieren. 1393 10 50,10
e) Die Prognosewerte lassen sich graphisch darstellen. 2000 11 60,90
2001 12 69,20
2002 13 74,10

- Excel / Logist

Aufgabe Logist

gegeben:  Zwei Datenreihen: n Zeitabschnitte und realisierte Daten der Zufallsvariablen Y.
Séttigungsniveau S, Zeitrdume fiir Prognosen,
Teile der Arbeitstabelle, passende Koordinatenebene

gesucht / Schritte:
1. Herleitung der Formel fir Yiyansformiert = Y.
Herleitung wie in Abschnitt 2.4 Nr.3
2. Koeftizienten der logistischen Trendfunktion

Arbeitstabelle entwickeln bzw. vervollstindigen, y, . . =In (E - lj
y
Koeffizienten m und b mit den entsprechenden Formeln berechnen
3. Gleichung der logistischen Trendfunktion J= ] iﬁb
+e

4. Funktionsgraph der Trendfunktion in die Koordinatenebene zeichnen
einige Wertepaare (x;|y;) bestimmen, Spalte y;

5. Prognosewerte fiir bestimmte (zukiinftige) Zeitrdume
¥ (x;) berechnen, wenn nicht schon in 4. geschehen

6. Bestimmtheitsmal3 und seine Interpretation

Z (J’} i y )2

2 _ =l
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2.6 GLEITENDE MITTELWERTE

Die Methode der "gleitenden Mittelwerte" ist eine einfache Mdglichkeit Zeitreihen zu glitten.
Siehe Grafiken Abschnitt 2.7

Beispiel 2.4
Ein Dienstleistungsunternehmen notierte die Anzahl der Krankmeldungen Y an den Arbeitstagen x;.

Um die 5-Tage-Zyklen zu veranschaulichen, verbindet man (trotz Zeitrdume!) die Punkte.

Di 14 15,6
Mi 10 15,8 5
Do | 9 12 15,6
Fr 10 25 15’4 0123 45 67 8 9 1011213 ¥ 1516 1718 1920 2122 2324 2526 2728
Mo 11 17 15,6 Arbeitstage

Di | 12 13 15,6

Mi |13 11 15,8 Um die gleitenden Mittelwerte § zu erhalten, bildet man fiir jeweils

Do [ 14| 12 16 5 Tage einen Mittelwert und ordnet diesem dem mittleren Zeitraum zu.
Fr | 15 26 16,2

Mo | 16 18 15,8

v a4 ‘ @

Tag i krank Y
Mo 1 15 %
Di 2 12 25 ° * ~ *®
wils| s | u |, AN N AN
Do | 4| 11 14,6 §
Fr | 5 24 15 35
Mo | 6 | 18 | 154 s \ /
7 510
8

7 ittty tys 15+12+48+11+24 _E_

Di |17 | 14 16,2 ) 14
Mi 18| 9 16,0 5 5 5
Do [ 19| 14 16,0 - Aty vty 1248411424418
Fr |20 | 25 15,4 s = 5 = =14,6=
Mo | 21| 18 15,6
Di | 22 1 15,8 IR e e A _7O+18—15_14+18—15_
Mi | 23| 10 16,0 N 5 - - -
Do | 24| 15 15,4 B
Fr | 25| 26 [ L B R e S
Mo [ 26| 15 5 5 5
- VotttV tys 12425+17+13+11 78
= 5 = 5 :?:15,6

Mit den Werten der geglitteten Zeitreihe ¥(i) kann man nun dieselbe Zeitreihenanalyse durch-
fiihren wie mit den durch die Methode der kleinsten Quadrate geglitteten Werten $(i).

Diese Methode hat drei Nachteile:

a) Am Anfang und am Ende der Zeitreihe kommt es zu Informationsverlusten. Gerade die
neuesten Werte am Ende der Zeitreihe fehlen; sie wiren fiir Prognosen besonders interessant.
b) Es gibt keine Funktionsgleichung wie ¥ =m x +b mit der man saisonbereinigte
Prognosewerte J(Xu+,) berechnen konnte.
c¢) Die gleitenden Mittelwerte §(i) lassen sich nur dann eindeutig dem Zeitraum i zuordnen,
wenn die Zyklusliange & ungerade ist. Bei 4-Quartale-Zyklen muss man den halben Wert der
Vor-Periode und den halben Wert der Nachperiode einbeziehen:
= _ 05y +y, s+, +0,5-y,
Y3 = 4
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2.7 GLATTUNG

Zeitreihen

UND ZYKLEN

3

200

2004

200 Tage

8.000

7.000

6.000

38 Tage |oo

220296

4.000

3.000

2.000

Statistik - Neff

a) DAX
iiber 5 Jahre

Gleitende Mittelwerte
fiir 38-Tage-Perioden
und

fiir 200-Tage-Perioden

x: Mefwerte

o gleitende Durchschnitte der Ordnung 7
o :gleitende Durchschnitte der Ordnung 12

T T e
JFMAMJJASONDJFMAMJ JASONDJ) FMAMJ JASOND Monat

b) hier geht es um jahreszeitlich
beeinflusste Daten aus der
Fischereiwirtschaft

Arbeitslose” in Millionen

W, R TIDYS e
g e SRR A S

45

JinF

Erwerbstati

40 :

39:

,,,,,,,,,,, e SRR

 Juni2,809 2011

ge” in Millionen

38 4

............... T

12005

.......................................................................

06707 0809 10 T

)

Anzahl der Arbeitslosen in
Deutschland,
12-Monate-Zyklenstruktur
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2.8 INDEXZAHLEN

Mit Indexzahlen (Index, plur.: Indizes) lassen sich zeitliche Entwicklungen kompakt darstellen.
Indizes fassen die durchschnittliche Verdnderung einer Vielzahl von Faktoren in einer einzigen
Prozentzahl zusammen.

Im Index wird ein Betrag B; aus der Berichtszeit mit dem Betrag B, der Basiszeit verglichen.
Den Betrag B, der Basiszeit setzt man 100%.

Bei einem Preisindex sind die Betrdge B; Produkte aus Preisen p; und Mengen g;.
B, = z Priboi B, = ZPO[qO[

Die Mengenvektoren qoi (bzw. qii fiir die Berichtszeit) nennt man auch "Warenkdrbe".
Zur Vereinfachung benutzt man zur Berichtszeit den Warenkorb go;.

Preisindex nach LASPEYRES [, = B _ Zpu%,- _183

B, meqm - 160

=1,144=114,4%

Basiszeit DBasiszeit = Berichtszeit
Produkt| Menge 0i | Preis 0i Preis 1i
i q0(i) po(i) p1(i) q0(i) * p0(i)  q0fi) * p1(i)
1 5 4 3 20 25
2 10 b i 60 70
3 i} 10 11 80 88
160 | 183 |

[LASPEYRES, Etienne, Tartu, Estland, 1871]
Tritt eine gravierende Anderung, z.B. Anderung des Warenkorbs ein, stellt man die Basiszeit um.
Beim amtlichen Verbraucherpreisindex fiir Deutschland (VPI) ist das alle fiinf Jahre.
Die Umbasierung fithrt man mit einfachen Proportionen (Dreisatzrechnungen) durch.

Beispiel 2.5 vgl Bleymiiller S. 185

Jahr Alter Index Neuer Index
i Iosi % aus den aus den Iooi %
(1995=100) Proportionen Proportionen (2000=100)
1995 100,0 = 195,95 (93,5) = 100,95
1996 101,3 = 195,96 (94,8) = 100,96
1997 |103,2 —103,2/106,9 - 100 — | (96,5) =Io0,07
1998 | 104,1 — 104,1/106,9 - 100 > | (97,4) = Ioo.0s
1999 1 104,9 — 104,9/106,9 - 100 — | (98,1) =Too.99
2000 | 106,9 100,0 = Tno00
2001 | (109,0)=Igs,01 | < 106,9 - 102,0 /100 <« 102,0
2002 | (110,5) « 106,9 - 103,4/100 « 103,4
2003 | (111,7) < 106,9 - 104,5/ 100 « 104,5

Eine Umbasierung kann erfolgen, wenn fiir einen Zeitraum i beide Indizes bekannt sind.

106’9 = 104’9 oder 106,9 100 = 104,9 . 100,99 j— 106,9 100,99 =100 - 104’9 = 100,99 = 98)1
100 1 00

—106’9——195’01 oder 106,9:100 =1 -102.0 = Tos 01 = 106.9 - 102.0 / 100 = To< 01 = 109.0
100 102,0 o 95,01 - > 95,01 ) ) 95,01 ,

Die fortgeflihrten und zuriickgerechneten Werte werden eingeklammert hinzugefiigt.
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2.9 WACHSTUMSFAKTOREN

Statt Indizes kann man auch die Wachstumsfaktoren x; oder Zuwachsraten 7; angeben.

Beispiel 2.7
Ein Unternehmen erzielte in den Jahren 2004 — 2008 folgende Umsétze y; [Mio. €]:

i | Jahr | Umsatz Wachstums- | Zuwachsrate [%] | Indizes
yi [Mio. €] | faktor x; gegeniiber 2004 =100
Vorjahresumsatz
0 | 2004 |20 100,0
1 | 2005 | 2,4 1,200 20,0 120,0
2 12006 |29 1,208 20,8 145,0
3 12007 | 2,7 0,931 -6,9 135,0
4 12008 | 3,1 1,148 14,8 155,0

¥, _ Umsatz des aktuellen Monats

Wachstumsfaktor x, =
Vi Umsatz des Vormonats

Der Wachstumsfaktor des Jahres 2006 gegeniiber 2005 ist 2,9 /2,4 = 1,208
Die Zuwachsrate (relativer Zuwachs) im Jahr 2006 gegeniiber dem Vorjahr ist 76 = 20,8%

Zuwachsrate ;= (x;—1)- 100
Der Index ist Ips06=2,9 /2,0 - 100 = 145.

Der Umsatz im obigen Beispiel wichst in den Jahren 2004 — 2008 um den Faktor
Xgesamt = X1 ° X2 * ... - X4 = 1,200 - 1,208 - 0,931 - 1,148 = 1,550 (Gesamter Wachstumsfaktor)
Dieser Faktor ldsst sich auch berechnen mit  Xgesame = Y4 / yo = 3,1 /2.0 = 1,550
Es sind vier Wachstumsperioden => "4. Wurzel aus ..."

. . . _ 1
Der mittlere Wachstumsfaktor ist nicht der Mittelwert x = —(x1 +X, +.+ xn)

n

sondern das geometrische Mittel GM (x,)=4/x,-x,...-x, = n/ Vn

Yo

O mittlerer Wachstumsfaktor GM (x,) = 4/& = 4/% ={L,55=1116
Yo )

und die mittlere Zuwachsrate 7miye1 = (1,116 —1)-100=11,6 %

w1 o : : : K /K
o Ahnliches ist aus der Zinseszinsrechnung bekannt: K, =K -¢" = ?’“ =q" = K” =q
0 0

Endkapital K, = 60.000 €, Anfangskapital Ky = 40.000 €, Verzinsung iiber n =10 Jahre.

Mittlerer Zinsfaktor ¢ = 1| 60000 =1,0414
40000

Mittlerer Zinssatz r =g—1=0,414= 4,14 %
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2.10 ZEITLICHE ENTWICKLUNGEN

Aufgabe Faktoren

gegeben: Zwei Datenreihen: n Zeitabschnitte und realisierte Daten der Zufallsvariablen Y.
Eventuell Teile der Arbeitstabelle

gesucht / Schritte:
1. Wachstumsfaktoren, Zuwachsraten
Formeln aus der Formelsammlung anwenden
2. Mittlerer Wachstumsfaktor , mittlere Zuwachsrate

GM (x,) = nfy” , Achtung: n ist Anzahl der y-Werte y; bis y,
Yo

3. Indizes mit einer Umbasierung
Alte und neue Indexreihe berechnen
Umbasierung mit Proportionen (oder Dreisatzrechnung) vornehmen
Fortgefiihrte und zuriickgerechnete Werte in Klammern hinzufiigen

4. Gleitende Mittelwerte
Formeln aus der Formelsammlung anwenden
beachten, dass am Anfang und Ende der Datenreihe keine Werte entstehen
Formel beachten, wenn Zykluslinge geradzahlig ist

Aus sta9loesung.xls

Faktoren 2
Quartal Umsatz |Wachstums]{ Zuwachs- | Index fiir | Index fiir | gleitende
¥i Faktoren raten die Basis | die Basis |Mittelwerte
[1000 €] [Ya] Il. Qu. 2007 | 1. Qu. 2008 k=4
=100 =100 i
Il. Qu. 2007 17 100,0 94,4
. Qu. 2007 23 1,353 353 135,3 127,8
[IV. Qu. 2007 21 0,913 8.7 123,5 116,7 20,875
l. Qu. 2008 18 0,857 14,3 105,9 100,0 22,875
Il. Qu. 2008 26 1,444 44,4 152,9 144,4 24,5
. Qu. 2008 30 1,154 15,4 176,5 166,7
V. Qu. 2008 27 0,300 -10,0 158,8 150,0

Gleitender Mittelwert wird dem IV.Quartal 2007 zugeordnet:
0,5-17+23+21+18+0,5-26 20.875

4

Mittlerer Wachstumsfaktor = ¢ f—; ={/1,588 =1,08

Mittlere Wachstumsrate = (1,08 —-1)=8 %
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2.11 GEOMETRISCHE FOLGEN

1. Filtert man eine Zeitreihe y; mit gleitenden Mittelwerten, erfihrt die Zeitreihe eine Glittung.
Dabei gehen éltere y-Werte und neuere y-Werte mit gleichem Gewicht in die Rechnung ein.

~ NVt Yt Vst

Vo= 5

Die neueren Werte sind sicher aussagekriftiger fiir die zukiinftige Entwicklung und Prognosen.

Es wire also sinnvoller den neueren Werten hohere Gewichte w; zuzumessen.

In diesem Beispiel hat jeder Wert das Gewicht w =% =0,2.

Eine hohere Gewichtung fiir neuere Werte konnte man fiir das obige Beispiel bei y, erreichen mit:

5, = 0,2y,+0,4y, +0;’6y4 +0,8y, +1y, oder 7§, = 0,03y, +0,07y, +01,1y4 +0,3y, +0,5y,

Die zweite Variante ist einfacher anzuwenden, weil die Summe der Gewichte Z w, =1 ist.

2. Stufungen bei technischen Maflen, bei Mallen des Alltags und bei wirtschaftlichen Prozessen
benutzen Werte einer geometrischen Folge. ‘
Beispiele sind DIN-Formate fiir Papier-Blétter DIN A1 yiange Kante = 1,188:0,707" miti=0,1,2,...
Normzahlenreihe R5 y=100-1,5849" => 100, 160, 250, 400, 630, 1000, 1600, 2500, ...
Die harmonische Tonleiter (a' b'h' ¢" ...) y=440-1,059" (Kammerton bei i= 0)
Normma@e fiir Bauteile, Normmafe fiir Schrauben, Stahlprofile, Elektromotoren ...
Restwerte bei der degressiven Abschreibung, Diskontierung der Cash Flows (DCF-Methode)...

n

3. Eine geometrische Folge hat die Form w; =a.q' y=aq
Wenn die Summe der Gewichte Z w, =1 werden soll,

setztman q=1—-a mit 0<a<1 Gléttungsfaktor a a(l-a)
denn es gilt: Z(x(l—a)i —a(l-a) +a(l-a) +a(l-a)’ +..+a(l-a) =1
i=0

o Mit a=0,6 und 1-a=0,4 ergibt sich dann die Folge:
w= 06-0,4" 06-0,4 06-0,4 0,6-04 0,6-0,4*

4

w= 0,6 0,24 0,096 0,0384  0,01536 > w, =0,99
i=0

und daraus: 7, =0,6-y. +0,24-y. +0,096-y. , +0,0384-y. , +0,01536- y.,

und allgemein fiir diese Summanden: a(l-a)" -y,

0,6-y +0,24-y. ,+0,096-y ,+0,0384-y, ,+0,01536-y. ,
1

4. Exponenticlles Glétten entsteht, wenn
jeder Beobachtungswert y; absteigend mit dem Faktor o (1 —a)' gewichtet wird
Die Summe aller Gewichte konvergiert nach 1.
Die Abweichung gegeniiber dem Grenzwert 1 kann man vernachldssigen,
im obigen Beispiel
ergibe der 10.Summand = 0,6-0,4" y._,, =0,000063y, ,
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2.12 EXPONENTIELLES GLATTEN

Das Filtern einer Zeitreihe mit den Gewichten o (1 - o)’ nennt man exponentielles Glatten
wegen der Exponenten i. Die Gewichtung der Beobachtungsdaten nimmt mit zunehmendem
Alter der Beobachtungsdaten exponentiell ab. ("nehmen geometrisch ab")

Die Summe der so gewichteten Beobachtungswerte a(1—a)" -y, kann man zur
Berechnung des Prognosewertes flir den Zeitraum # benutzen:

n n—1 n-1
Y, = aZ(l—a)k ik = aZ(l—a)k Y tl-a)" -y, zaz‘,(l _O‘)k ik
i=0 i=0 i=0

Dabei wird der dlteste gewichtete Wert (1-a)" - y; = 0 vernachldssigt.
Mit diesem Ausdruck ldsst sich der Prognosewert y, direkt berechnen, der Prognosewert yp;
fiir den nichsten Zeitraum erfordert dann eine erneute Berechnung des Summenausdrucks.

Die Werte einer geometrischen Folge lassen sich aber sehr einfach rekursiv berechnen:

im obigen Beispiel: 0,6:0,4* =0,6:0,4°-0,4 oder 0,0384 -0.4=0,01536

allgemein: a(l-a) -(1-a)=a(l-a)*,

d.h. wenn der geglittete Wert §; bekannt ist, lasst sich daraus der ndchste ¥;:; berechnen.

yi=ay +(1-a) yo

Ja=ay+(l-a) J1 =0y, + (I—a)(a yi + (1-0) yo) = a y> + & (1-a0) y1 + (1-a)’ yo

g3=ays+(l-a) §2=ays + (1-a) (ay2 + o (1-a) yi + (1-0) yo) =
3

=aysta(l-a)y+a(l-o)’y+(1-0)’yw =a) (1-a) -y, +1-a)y,

i=0

n n—1 n-1
Y, = aZ(l—a)k ik = aZ(l_a)k Y t(l-a)" -y, zOtZ(l _O‘)k *Vix
i=0 i=0 i=0

allgemein mit Rekursion: ., =ay,, +(1-a)-y, oder auch: y, =ay, +(1-a)-y.,

Um den nichsten exponentiell geglétteten Wert §,+1 zu berechnen bendtigt man also nur den
neuesten Beobachtungswert y,.; und den letzten geglitteten Wert § .

Den aktuell geglatteten Wert §,+; benutzt man als Prognosewert.

Um den Prognosewert ¥, zu bestimmen, wartet man iiblicherweise den neuen Beobachtungs-
wert, also hier den Wert yy,, ab, und setzt diesen ein.

Als Glattungskonstanten oo benutzt man Faktoren mit 0,1 <o <0,4
Mit zunechmendem o werden die Ausdriicke (1-o))* schnell kleiner.
Mit zunehmender Gléattungskonstante o werden die Vergangenheitswerte niedriger gewichtet.
Bei ao=1 ist yn,+; =y, und die Vergangenheitswerte werden "vergessen".
Bei oo =0 wiirde der aktuellste Wert y, iiberhaupt nicht beriicksichtigt.

Die exponentielle Glattung benutzt man fiir Zeitreihen, die nicht trendbehaftet sind und
fiir die Analyse von Residuen.
Die Residuen sind die trendbereinigten Saisonkomponenten, die sich im einfachsten Fall ergeben
aus: Trendbereinigte Werte y; = Beobachtungswerte — Werte der Trendgeraden.

Es gibt auch ein zweistufiges Verfahren der exponentiellen Gléttung, bei dem ein linearer Trend
rechnerisch berticksichtigt wird.

- Video: sta8expglaetten.swf
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2.13 THEIL'SCHES U
Als PriifmaB fiir die Giite der Prognose benutzt man das "THEIL'sche U":

A \2
Z(y—y)z (THEIL, Henri, Chicago, USA, 1966)

Z(yi - yi—l)

Dieses Priifmal3 vergleicht Schitzungen durch exponentielles Filtern mit der naiven Prognose.

THEIL'scher Ungleichheitskoeffizient U =

Wenn U < 1, dann ist die Prognose signifikant besser als die autoregressive naive Prognose.
Bei einer naiven Prognose schliet man einfach von der Vergangenheit auf die Zukunft,
etwa beim linearen Trend (Abschnitt 2.1) oder "morgen ist das Wetter zu 80% wie heute" ...

Wenn U >1 lohnen sich die Aufwendungen flir Prognoseverfahren nicht.

Dieses Priifmal3 wird zum Beispiel vom Sachverstandigenrat der Deutschen Wirtschaft benutzt:
http://www.sachverstaendigenrat-wirtschaft.de/download/gutachten/ga06 _ii.pdf

Beispiel 2.8

Uber 12 Jahre wurde der Spirituosenverbrauch in einer Zeitraum Spir.Verbr.
bestimmten Stadt aufgezeichnet. Die Zeitreihe ist nicht t [Jahre] y [liter]
trendbehaftet. (Die Werte y; sind trendbereinigt.) ; ?'33
3 6.60
Das Beispiel stammt aus den ersten Veroffentlichungen 4 7.20
iiber Filterungsverfahren wie exponentielles Glétten. 5 7,20
6 7,60
Man wird zundchst eine Zeitreihe mit gegldtteten Werten L cel
i bestimmen, dann damit eine Prognose wagen und g ?'gg
mit dem THEIL'schen Ungleichheitskoeffizient U 10 7:90
priifen, ob die Prognose signifikant besser ist als 1 8.00
das naive auto-regressive Schlieflen. 12 7,70

- Excel / Exp-Glitten
(1) Als Startwert ¥ ; benutzt man einfach y; .
(2) Die Prognose ist signifikant besser als die naive Prognose, weil 0,522 <1
(3) Um ¥13 zu berechnen, benotigt man den Beobachtungswert y;3.


http://www.sachverstaendigenrat-wirtschaft.de/download/gutachten/ga06_ii.pdf
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2.14 AUFGABE EXP. GLATTEN

Aufgabe Exp-Glétten

gegeben: Zwei Datenreihen: Zeitabschnitte und realisierte Daten der Zufallsvariablen Y.
Die y-Werte sind nicht trendbehaftet oder bereits trendbereinigt.

Gléttungskonstanten o; a2, Teile der Arbeitstabelle, Dummy-Spalten

gesucht / Schritte:
1. Exponentiell geglittete Werte §; fir i=1,2,...,n
Startwert ¥, =y, setzen
Vg =ay.,, +(—a)-y, fiirdie ganze Zeitreihe
2. Eine weitere Reihe geglitteter Werte §; mit einer anderen Glattungskonstanten
oder Funktionsgraph fiir die Funktion ; (1)
Startwert ¥, =y, setzen
Vg =,y +(1—a,)- P, fiir die ganze Zeitreihe
bzw. Funktionsgraph in die gegebene Koordinatenebene einzeichnen.
3. Prognosewert fiir den Zeitraum n +1 mit Angabe der Einheit (Benennung)
Vg =ay,, +(1—a)-y, ebenso fiiri =n
4. Theil'scher Ungleichheitskoeffizient und dessen Interpretation
Die Datenreihen ( yi— 3)* und ( yi—yi1)* bestimmen

berechnen

U < I die durchgefiihrte Prognose ist signifikant besser als die naive
U > 1 die durchgefiihrte Prognose ist iiberfliissig
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