Thema 4 Wahrscheinlichkeit Statistik - Neff

INHALT
4.3 Kontingenz => Chi*-Unabhéngigkeitstest (= Chi*-Kontingenztest)
wir benutzen h;=n;/ n als Nidherung fiir die Wahrscheinlichkeiten

ab4.6
Die Ansitze fiir die Mal3zahlen "Mittelwert" und "Varianz" werden schrittweise weiterentwickelt:
wir "libersetzen" h; in fi und dann "iibersetzen" wir diskret = stetig

Mittelwert X und Erwartungswert n

o o ) 13
fiir einzelne Werte x; in einer Datenreihe: x = —le.
n iz

k
fiir Werte in einer Haufigkeitstabelle, Haufigkeiten /; z X, -h.
i=1

k
fiir Wahrscheinlichkeiten f; diskreter Ereignisse x; n= z e g

i=1

fiir Wahrscheinlichkeiten f; stetiger "Ereignisse" x u= .[ x- f(x)dx

Varianz s und erwartete Varianz ¢

L 1 ¢ _\2 1< _
fiir einzelne Werte x; @ s =—Z(xl. —x) 0 s’ =—le.2 n—x’
n g n g

k k
fiir Werte in einer Hiufigkeitstabelle*) @ o’ =Z(xl. —)_c)z -h, 0c° =z X' h—Xx

i=1 i=1
fiir Wahrscheinlichkeiten f; diskreter Ereignisse x;
k k
002=Z(xi_u)2'fi 902=zxiz’ﬁ_uz
i=1 i=1

fiir Wahrscheinlichkeiten f; stetiger "Ereignisse" x

+00

Oczzj(x—,u)z'f(x)dx 9(52=+f)c2-f(x)dx—,u2

ab 4.10

Bei stetigen Zufallsvariablen bestimmen wir die Wahrscheinlichkeiten, Erwartungswert
und Streuung mit Hilfe der Integralrechnung

Drei Grundsitze der Statistik:

1. Die relative Haufigkeit 4; konvergiert statistisch gegen die Wahrscheinlichkeit f.
limW(lim(hn _p)= 0) -1

n—>0

2. Die Zufallsvariable X streut +/n mal stéirker als das Stichprobenmittel X .

. =S
Y n
3. Zentraler Grenzwertsatz: n Zufallsvariable tiberlagern sich: nX

Die Verteilung von nX ndhert sich mit zunehmendem » der Normalverteilung.
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4.1 DEFINITIONEN

Drei Wahrscheinlichkeitsbegriffe

a) Wahrscheinlichkeit als Grenzwert der rel. Haufigkeit des Ereignisses A: W (A) =1lim#A (A4)
[VoN Misks, Richard, Berlin 1919]

Anzahl der fiir A giinstigen Félle

b) Klassische Definition (LAPLACE): W(A)= - -
Anzahl aller gleichmdglichen Félle

O A sei das Ereignis, mit einem Wiirfel eine ungerade Zahl zu werfen: W(A) =3/6 =0,5 =50%.
Die Elementarereignisse {1;2;3;4;5;6} € Q treten gleichwahrscheinlich ein, da physikalisch
keines dieser Ereignisse bevorzugt ist. [LAPLACE, Pierre-Simon, Paris, 1773]

c) Axiomatisch wird die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A durch drei Grundsétze definiert:

(1) 0<WA)< 1 oder 0% < W(A) < 100%
2) M) =1 sicheres Ereignis, wenn Q alle Elementarereignisse enthlt.
(3) WM(A UB)=W(A)+W(B) Additionseigenschaft von Wahrscheinlichkeiten
Aus diesen drei Grundsitzen lassen sich die Sdtze der Wahrscheinlichkeits-Algebra herleiten.
[A0LMOGOROV, Andrei, N., 1933, Moskau]
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4.2 WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG

1. Mit p = W(A) bezeichnet man die Wahrscheinlichkeit des Treffer-Ereignisses A.
q = 1 —p ist dann die Wahrscheinlichkeit fiir das Nichteintreten des Treffers A. g +p = 1.
o Treffer-Ereignis beim Wurf eines Rei3nagels sei die Spitzenlage <. Nichttreffer: L
p=0393 ¢g=1-0,393=0,607

2. W(A UB) ist die Wahrscheinlichkeit, dass das Ereignis A oder B eintritt, gleichgiiltig welches.
Wenn es gleichgiiltig ist, ob A oder B, wichst die Wahrscheinlichkeit: Addition

W(ANB) ist die Wahrscheinlichkeit, dass sowohl A als auch B eintritt (saa);
dadurch verringert sich die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses: Multiplikation.
o 2 Wiirfe mit je einem Wiirfel: A: beim 1.Wurf eine [6] werfen, B: beim 2. Wurf eine [6]

Spezieller Additionssatz: Spezieller Multiplikationssatz:

W(A UB) = W(A) + W(B) W(ANB) = W(A) - W(B)

W(AUB):l+l:l:33,3%. W(AmB):l-l:i:LS%
6 6 3 6 6 36

(Auf das Wesentliche vereinfacht)
Diese beiden Sitze gelten nur, wenn A und B unabhéngig voneinander eintreten.

3. Allgemeiner Additionssatz: W(A UB) = W(A) + W(B) — W(ANB)
o 1 Wurfmit 1 Wiirfel:  A: gerade Augenzahl werfen = B: Augenzahl groBer als 4 werfen.
A: {2;4;6} B:{5:6} AnNnB:{6}
[6] ist sowohl Element des Ereignisses A als auch Element des Ereignisses B.

Die Wahrscheinlichkeit W(ANB) subtrahieren: W (AU B) = % + 2. 142 =0,667

6 6 6 3

4. Allgemeiner Multiplikationssatz:  W(ANB) = W(A) - W(BJ|A)

B|A ist das Ereignis B, das eintritt, wenn das Ereignis A bereits eingetreten ist

B|A heif3t "Ereignis B unter der Bedingung A".

o Eine Urne enthélt 2 weile Kugeln und 3 schwarze Kugeln.
Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei 2 Ziigen 2 schwarze Kugeln gezogen werden.
Das Ereignis A ist "schwarz beim 1.Zug", das Ereignis B ist "schwarz beim 2.Zug".
Wir miissen unterscheiden, ob die Kugel nach dem 1.Zug zuriickgelegt wird oder nicht.

Ziehen mit Zuriicklegen Ziehen ohne Zuriicklegen
W ist vom Ergebnis des 1.Zuges unabhingig W ist vom Ergebnis des 1.Zuges abhingig
33 9 32 6
W(ANB)=W(A) - WB)=—--=-=—=0,36 | W(AnB)=W(A) - WB|A)= —-—=—=0,30
(ANB) ()()5525 (ANB) ()(I)5420

5. Unabhingigkeitssatz

Die Umkehrung des allgemeinen Multiplikationssatzes gilt auch:

Zwei Ereignisse A, B sind unabhingig, wenn W(ANB) = W(A) - W(B).

Wenn W(A), W(B), W(ANB) bekannt sind, kann man priifen, ob A und B unabhéingig sind
oder ob ein Zusammenhang zwischen A und B besteht.

In der Realitdt werden W(ANB) und W(A) - W(B) nicht exakt {ibereinstimmen, sondern
es ergibt sich eine gewisse Abweichung.

Mit einem geeigneten Priifmal3 wird man entscheiden, ob die Abweichung zufillig ist oder
ausreicht um die Null-Hypothese der Unabhéngigkeit zu verwerfen.
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4.3 KONTINGENZTABELLEN

Beim Zusammenhang zwischen zwei quantitativen Zufallsvariablen spricht man von Korrelation,
den Zusammenhang zweier nicht-quantitativen Zufallsvariable A, B nennt man Kontingenz.

Die Nullhypothese lautet: Hy : es besteht kein Zusammenhang zwischen A und B
oder: die Merkmale A und B sind voneinander unabhéngig oder: W(ANB) = W(A) - W(B).

Beispiel 4.1
Man wirft eine Miinze mit den mdglichen Ereignissen "Zahl" oder "Wappen" und

einen Wiirfel mit den moéglichen Augenzahlen "1", "2", ..., "6".
A ist "Augenzahl [6] des Wiirfels" B ist " [Zahl] auf der Miinze".

Fiir die Wahrscheinlichkeiten gilt W (Zahl) = %, W(6)= %, W (Zahl saa 6) = %% = %
1. Kontingenztabelle mit den Wahrscheinlichkeiten (theoretisch) Vierfeldertafel
"g" ‘ "nicht-6"
Zahl
al [T1_T_ 075 ol
6 2 12 12 2
"%
appen | T H ol
12 12 2
W = 1 W = > |
6 6

Hier gilt exakt W(ANB) = W(A) - W(B), also sind A und B unabhingig.
In der Realitét sind die Wahrscheinlichkeiten nicht berechenbar, sondern werden durch

n, _einzelne Haufigkeiten abgeschitzt. W(A)=1lim#h, (A)

1

relative Haufigkeiten h, =—=——
n  Stichprobenumfang

Fiir die erwarteten relativen Héaufigkeiten gilt entsprechend W(ANB) 7=? W(A) - W(B)
n,-n

ie oj

n. n,2 N,
MANB)=hj=h(A)-h(B) = —L==."L|n =>p =
n n n n

2. Kontingenztabelle mit den Anzahlen n;, n;, n;; (theoretisch)
n, n;., Nj, sind die Randhéufigkeiten: n;. sind die Zeilensummen, n.; die Spaltensummen

A="6" ‘ "nicht-6"
B=HZ hlu . 125 .=
a 150 50:2528,33% ni. =150
300
Wappen | 25 125 . =150
3. Kontingenztabelle mit den beobachteten Anzahlen nj und den theoretischen u; = ——
n
”6" ”nicht_6"
1 Ui 1 Ujj
Zahl 22 25 128 125 ni. =150
Wappen | 28 25 122 125 . =150
n. =50 | n., =250 n =300

Sind diese Abweichungen statistisch gesichert?
Kann man die Nullhypothese, dass A und B unabhingig sind, ablehnen?
Besteht ein statistisch gesicherter Zusammenhang zwischen den Ergebnissen von A und B ?
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4.4 CHI* - UNABHANGIGKEITSTEST

Beispiel 4.2
200 zufillig ausgewihlte Personen wurden nach ihrer Einstellung zur Abwrackprédmie fiir PKW

(Merkmal A) und zu ihrer préferierten Partei (Merkmal B) befragt.

125 Personen waren positiv flir die Abwrackprimie eingestellt, 75 negativ.

77 préferierten Partei A, 50 die Partei B, 38 die Partei C und 35 priferierten sonstige Parteien.
Die folgende Tabelle zeigt diese Randhéufigkeiten und die beobachteten Haufigkeiten n;; .

Parteipraferenz: A B C D
Summen
1y, Uj; n;; U n;; L;; n;; Uj; ni.
positive Einstellung 45 40 20 20 125 |
negative Einstellung 32 10 18 15 | 75 |
Summen n.; 7 50 38 35 | 200 |
a) Freiheitsgrade
Wenn die Randhdufigkeiten der £ Zeilen und / Spalten bekannt sind,
dann gibt es nur noch v= (k-1)- (/- 1) Freiheitsgrade
In unserem Beispiel sind das v=(2—1)-(4—1) = 3 Freiheitsgrade.
b) Die theoretischen Haufigkeiten
uij werden berechnet und den beobachteten Haufigkeiten n;; gegentibergestellt: u; = o
n

¢) Abweichungsquadrate

2
(1 =u,)

uij

Man berechnet die normierten Abweichungsquadrate g; =

2
kK Lo\n,—u,
und bildet die Summe der normierten Abweichungsquadrate chi> =y° = z z ( )

i=l j=1 4'/'

2
> n el
ko (n —U; ) k! k n
Oder Chlemplrtsch Xempmvch = quj ZZ =ZZ—

i=l j=1 J i=l j=1 ie Ve

- Excel / Kontingenz
d) Chi*-Unabhingigkeitstest
uij > 5, dann gilt:
Der Zusammenhang zwischen den Zufallsvariablen A und B gilt als statistisch gesichert
bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit o, wenn szpimch >yl

andernfalls Wird die Nullhypothese (A, B unabhéngig, kein Zusammenhang) beibehalten.
Das PriifmaB .. liest man fir die Parameter v und o in der Tabelle 7.4 ab.
In unserem Beispiel ist ¥ it/ 3 005 = 7,815, % writ/3 (001 = 11,345.
Die Rechnung in der Kontingenztabelle ergibt xzempirisch =9,082.
Der Zusammenhang zwischen der Einstellung zur Abwrackprédmie und der préferierten Partei
ist auf dem Niveau o = 5% statistisch gesichert, weil y empirisch > ¥ crit) 3 | 0.05-
Bei einem Sicherheitsgrad von 99% wiirde man die Einstellung zur Abwrackprdmie und
die priferierte Partei als voneinander unabhéingig betrachten, weil  empirisch < ¥ crit|30.01.
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4.5 KONTINGENZTEST

Chi’ — Verteilung (Pearson, Karl, chi®, London, ca. 1914)

Das Schaubild zeigt den Funktionsgraphen der Dichtefunktion f,(3%)
Die Tabelle 7.4 enthilt die Werte der Verteilungsfunktion F,(x?)

Der Zusammenhang zwischen den Merk-
malen A und B ist statistisch gesichert,

. 2 2
wenn gﬂt X empirisch = X erit.

d.h. wenn y’empirises  im Ablehnungsbereich
fiir die 95% oder 99% Aussagesicherheit
liegt.,

andernfalls sind die Merkmale unabhingig. 3

1-a=0,95

a=0,05

y2
Nichtablehnungsbereich | Ablehnungsbereich

Aufgabe Kontingenztest

gegeben:

gesucht:

Schritte:

Randhéufigkeiten n, nj., n.j, beobachteten Héuﬁgkeiten nij, Uij > 5

Tabelle als Vordruck aber ohne Farben und Uberschriften

Maximal 3x4 beobachtete Haufigkeiten

Sicherheitsgrad 1-o oder Wahrscheinlichkeit o eventuell mehrere zum Vergleich.

1. Entscheidung, ob Nullhypothese beibehalten oder verworfen wird
... ob der Zusammenhang statistisch gesichert ist.
Es ist also auf Kontingenz der Zufallsvariablen A und B zu testen
mit Hilfe des Chi*-Unabhingigkeitstests.
Genaue verbale Formulierung unter expliziten Nennung der beiden
Zufallsvariablen und einer kurzen Begriindung.

2. wie Nr. 1 aber ein anderer Sicherheitsgrad 1—o

a) Kontingenztabelle erstellen bzw. vervollstindigen

2
nio ' no_] (nl_] - ul.] ) ]
u, =—->~ g; =——— berechnen und eintragen

n uij

b) X q;i bestimmen = y cmpirisch

c) Freiheitsgrade bestimmen v= (k-1)-(/-1)

d) %eritv|o in der Tabelle ablesen

©) Aowpirisah > Ko, Priifen und entscheiden mit einer kurzen Begriindung, "weil..."

f) Fiir den 2. gegebenen Sicherheitsgrad Schritte d) und e) durchfiihren
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4.6 DISKRETE ZUFALLSVARIABLE

Beispiel 4.3 Infektionskrankheit
X sei die Inkubationszeit (Zeit der Ansteckung bis zum Auftreten der ersten Krankheitssymptome).

Die Zufallsvariable X werde in vollen Tagen gemessen, deshalb liegt ein diskretes Merkmal vor.
Wir nehmen an, dass sich die Wahrscheinlichkeiten f; = W(X = x;) aufgrund der Ausbreitungs-
dynamik des Erregers berechnen lassen.

Wir kommen damit zu einer Arbeitstabelle, die denen empirischer Untersuchungen entspricht.

fi= Fi=

xi | WX=x) WX<x) x*fi (x)f*F

1 0,03 0,03 0,030 0,030

2 0,11 0,14 0,220 0,440

3 0,25 0,39 0,750 2,250

4 0,34 0,73 1,360 5,440

5 0,20 0,93 1,000 5,000

6 0,06 0,99 0,360 2,160

7 0,01 1,00 0,070 0,430 v
1,00 [ 3,790 | 15,810 |

k
1. Erwartungswert p = Z)ci - f; =3,79 [Tage]
i=1
k
2. Erwartete Varianz  o° =) (x- f;) -’ = 15,810 - 3,79° = 1,446
i=1
3. Erwartete Standardabweichung o = ++/c” = 1,20 [Tage]
4. Mit Werten der Verteilungsfunktion F; berechnet man Wahrscheinlichkeiten fiir Intervalle:

a) Wahrscheinlichkeit flir hochstens 3 Tage Inkubationszeit: F3=10,39

b) Wahrscheinlichkeit fiir eine Inkubationszeit von 4 bis 6 Tagen: Fs—F5=0,60
allgemein: Wahrscheinlichkeit W(Xe]a;b])=W(a<X< b)=F(b) - F(a—1)

c) Wahrscheinlichkeit fiir eine Inkubationszeit von unter 6 Tagen: F5=10,93

d) Wahrscheinlichkeit fiir eine Inkubationszeit von mindestens 5 Tagen: 1— F4=0,27

e) Wahrscheinlichkeit fiir eine Inkubationszeit {iber 5 Tage: 1-F5=0,07

5. Die Wahrscheinlichkeitsfunktion f{x;) ordnet jedem Wert x; der Zufallsvariablen die
Wahrscheinlichkeit W(X=x;) zu. Die Wertepaare x;i, f(xi) lassen sich als Stabdiagramm
(oder auch als Histogramm) darstellen.

6. Die Verteilungsfunktion F(x;) ordnet jedem Wert x; die aufsummierte Wahrscheinlichkeit
W(X <x;) zu . Die Wertepaare x;, F(xi) lassen sich als Treppendiagramm (oder auch als
Histogramm) darstellen

Verteilungsfunktion / Treppendiagramm
Wahrschlk.-Funktion

1,200
0.40 L J

0,35 1,000 T -
0,30 0,800
0,25 ——§
« 0,20 0,600
0,15

Fi

0,400 m

0,10 [

0.05 0,200

0.00 A j - 0,000 — |
T2 i 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Inkubationszeit x; Inkubations zeit (i) [Tage]
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4.7 WURFEL-MODELL

Beispiel 4.4
Das Werfen eines idealen Wiirfels mit der Zufallsvariable X "Augenzahl beim Wurf eines Wiirfels"

ist eines der einfachsten Modelle der Wahrscheinlichkeitsrechnung.
X kann die Werte {1; 2; ...; 6} annehmen mit den Wahrscheinlichkeiten W(X = x;) = 1/6.

Augen- k
zahl i= i= M:le.](;=3’5
x(i) | WX =x) | WX < x;) xi*f (<) *f i=1
1 0,167 0,167 0,167 0,167 , &, 5 5
2 0,167 0,333 0,333 0,667 o = in - fi—p =15,167-3,5 =2917
3 0,167 0,500 0,500 1,500 P
4 0,167 0,667 0,667 2,667
5 0,167 0,833 0,833 4,167 c=+Jo> =1,708
6 0,167 1,000 1,000 6,000
1,000 3,500 15,167

Beim Wurf eines Wiirfels ist der Erwartungswert 3,5 und die Streuung o = 1,708.
Wenn wir einen Zufallsversuch mit » Wiirfeln machen, tiberlagern sich die Zufallsvariablen additiv.
Wir erwarten weiterhin einen Mittelwert von 3,5 aber die Streuung miisste geringer sein —

sie ist um das \/; -fache geringer, d.h. bei 4 Wiirfeln: ox4= 1,708 /2 = 0,854.

Das Stichprobenmittel
In vielen Situationen iiberlagern sich unabhéngige Zufallsvariable X, Xo, ..., X, additiv,
dabei entsteht die Zufallsvariable U =X; + X5 + ... + X,
XX+t X

n

und die Zufallsvariable "Stichprobenmittel" X

NP

Die Zufallsvariable X streut </» mal stiirker als das Stichprobenmittel X .

Fiir die erwartete Standardabweichung des Stichprobenmittels gilt o; = Jn — Gesetz

o Die Inkubationszeit aus Beispiel 3.3 seien die Werte aus einem bestimmten Landkreis.

: : : 1
Die Streuung war ¢ = 1,2 Tage. Bei 25 Landkreisen wire o- =——-1,2=0,24 Tage.

V25

o X seidie Zufallsvariable X "Summe der Augenzahl beim Wurf von n Wiirfeln"
Die Streuung oc,-; war 1,708. Bei 25 Wiirfen oder 25 Wiirfeln: c,-25 = 0,34.

Der Funktionsgraph zu o-

1,80 Sx |
Y
1,60 |
40 \\ lim-> =limo. =0
1.20 Nl -
L0 \ H—smD \/; H—D
0,80 \ﬂ.
0,60 \*\-..____
____‘_‘___‘_‘—I—u—
0.40 L
0,20
0.00
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4.8 N - GESETZ

1. Eine linear transformierte Zufallsvariable aX +b  (linear: y =mx + b)
o Ein Autoverkdufer verdient an jedem verkauften Auto 200 €, auerdem erhilt er ein
monatliches Grundgehalt von 1500 €.
X sei die Zufallsvariable "Anzahl der pro Monat verkauften Autos".
Der gesamte Monatsverdienst ist dann die Zufallsvariable 200 - X + 1500, allgemein a X +b.

Fiir den Erwartungswert gilt: p(aX+b)=a- - wuX)+b @
ﬂ(aX+b)=Z(ax[+b)'f(xi)=2(axi -f(x,.)+b-f(x,.))=Zax[‘f(xl.)+2b‘f(x[)

=a2xl.-f(xl.)+b2f(xl.)=a-/¢(X)+b-1=a/¢(X)+b

Fiir die erwartete Varianz gilt: o’ (aX+ b) = a - *(X) O
o’ (aX +b) = Zax +b— ,u(X) f(x) Zax +b—au(X)- b) f(x)
—Zax —ap(X)) - f(5)= 2@ (%, = (X)) - () =@ Y (%, = (X)) - £(x)
=a’ -6 (X)

2. Wir bestimmen nun die MaBzahlen p und o” fiir das Stichprobenmittel X :

2.1 u(X)=uX)

aus © W@ =a-p®) = pX)=-uax)
a
mit n statt a: ,u(X):l,u(nX) = ,u()_():l(,u(Xl)+,u(X2)+...+,u(Xn))
n n

=>ﬂ()_()=%nﬂ(X)=ﬂ(X)

2.2 GZ(X)Z—GZ(X)

aus © oc@X)=d - X)) = o(X)= izcz (aX)
a

mit n statt a: G(X)—LG (nX) = G(X)—iz( 2(X1)+62(X2)+...+62(Xn))
n

—c’(X) = c()?)zﬁc()()

02()_()=n—12n ci(Xx)=22) iX) - :l
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Weiter Beispiel 4.4

Wahrscheinlichkeit

Statistik - Neff

X sei die Zufallsvariable X "Summe der Augenzahl beim Wurf von n Wiirfeln"
Die folgenden Histogramme zeigen die Wahrscheinlichkeiten fiir n =1, 2, 3, 4.

1 Wirfel, 1 Wurf

0,18
0,18
0,14
0,12
0,10
0,08
0,06
0,04
0,02
0,00

Wahrschlichkeit fix )

3 4
Augenzahl x{i)

0,18
0,16
0,14
0,12
0,10
0,08
0,06
0,04
0,02
0,00

Wahrschik.

2

2 Wurfe

3 4 ] [} T 8 9 10 11 12

Augensumme X1+X2

3 Wiirfe

0,14
0,12
0,10
0,08

0,08

Wahrschlk.

0,04
0,02

0,00

Augensumme X1+X2+X3

3 4 5 6 7 & 9 10111213 14 15 16 17 18

Wahrschlk.

4 Wiirfe

a

10 12 14 18 18 20 22
Augensumme X1+X2+X3+X4

24

Man erkennt anschaulich zwei grundsétzliche GesetzméBigkeiten der Statistik:

1. Mit zunehmendem 7 verringert sich die Streuung um die "zentrale Mitte" p.

Jn

exakt: o- =

\/; — Gesetz

kommt die Zufallsvariable "Stichprobenmittel" X

. Obwohl die einzelne Zufallsvariable X eindeutig keine "Normalverteilung" zeigt,

X+t X X
n

der Normalverteilung mit zunehmendem »n immer néher.
Diese GesetzmiBigkeit nennt man Zentraler Grenzwertsatz.
Dabei miissen die Zufallsvariablen X; nicht vollig voneinander unabhingig sein.

Normalverteilung untersuchen. (Themen 5 und 6)

. Fiir hinreichend groe » kann man fast alle statistische Verteilungen mit Hilfe der
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4.10 STETIGE ZUFALLSVARIABLE 1
Beispiel 4.5 nach Bleymiiller S. 41

Statistik - Neff

Die Verspdtung der U-Bahn an einer bestimmten Haltestelle, ist eine stetige Zufallsvariable X.

Die Verspétung ist in Minuten angegeben.

Die Dichtefunktion sei f(x) = {

0,5-0,125x fir 0<x<4

—— Dichtefunktion
=V erteilungsfunktion

0 fiir alle tibrigen x
1,200
1,000 —
/'—-—l—"'-
= Pl
T 0.800 /
=
s
= /
S 0,600
S
£ M /
=
£ 0400 = /\
'h_.-‘-“-“-
--....,___h‘h
0,000
000 050 100 15 200 250 300 350

Verspatung [Minuten]

Dichte- und Verteilungsfunktion stetiger Zufallsvariable:

Allgemein gilt fiir die Dichten f{x)>0 und '[ f(x)dx=1=100% .

Die Verteilungsfunktion F(x) ordnet jedem Intervall —oo <x <x, die Wahrscheinlichkeit

W(Xéxz)sz(x)dsz(xz) Zu.

Die Verteilungsfunktion F(x,) ist stetig und monoton steigend mit lim F(x,) =1=100%

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass X im Intervall [a; b] liegt, ist

W(a<X <b)=|f(x)dx=F(b)-F(a)=[F(x,)]

Zum Beispiel 4.5
O Verteilungsfunktion

b
a

0

firx <0

j(o,s-o,lzsx)dx=0,5x—0,0625x2:>F(x)= 0,5x—0,0625x> fir 0<x <4

1

firx>4

0 Wabhrscheinlichkeit dafiir, dass die U-Bahn zwischen 1,6 und 2,4 Minuten Verspitung hat:

211 | N N
W(,6< X <2,4)= J‘(E——x)dxz[—x——xz}

e 8 2 16 |,

=1,2-0,36-(0,8-0,16) =0,2 =20%

o Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die U-Bahn genau 2 Minuten Verspatung hat

W(X=2)=0=FQ2)-F_2)

Bei stetigen Zufallsvariablen sind Wahrscheinlichkeiten nur fiir Intervalle definiert.
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Erwartungswert und Varianz fiir stetige Zufallsvariable ergeben sich in Analogie zu den
diskreten Zufallsvariablen:

Erwartungswert u= j x- f(x)dx entsprechend dem diskreten p =Z X, f
Varianz (1.Formel) o’ = j (x— ,LL)Z - f(x)dx entsprechend: Z(Xi - ﬂ)2 fi
Varianz (2.Formel) o’ = j x?- f(x)dx— /12 entsprechend: ZXIZ fi _qu

Erwartete Standardabweichung o = ++/c?

Zum Beispiel 4.5

4 4 4
p=[x:(0,5-0,125x)dx =[ (0,5x—0,125x") dx = sz —ﬁxﬂ =4-2,667 =1,333 [Minuten]
0 0 0

4

4
o’ = [x*+(0,5-0,125x)dx - 1,333 =[(0,5x* —0,125x*) dx ~1,778 =
0

0
1 1,7
= [—)f ——xq -1,778=10,667-8-1,778 = 0,889
6 32,
0 =+4/0,889 = 0,943 [Minuten]|

Aufgabe Stetige Zufallsvariable
gegeben: Dichtefunktion einer stetigen Zufallsvariablen, nur eine Gerade oder eine Parabel

gesucht / Schritte:
Geben Sie zu Thren Ergebnissen die Einheiten an, wenn dies sinnvoll ist.
1. Skizze des Funktionsgraphen der Dichtefunktion
einige Wertepaare bestimmen, Punkte zeichnen, verbinden
2. Funktionsgleichung der Verteilungsfunktion

Integration, W(X <x,)= .[ f(x)dx = F(x,) fiir die gegebene Dichtefunktion

Intervalle fiir F(x;)=0 und F(x;)=1 nicht vergessen
3. Wahrscheinlichkeiten fiir bestimmte Intervalle

W(a<X<b)=F(b)-F(a)=[F(x,)]’ Einheit: ohne oder %
4. Erwartungswert

u= .[ x- f(x)dx , entsprechendes bestimmtes Integral berechnen, Einheit!

5. Varianz

+o0

o = '[ x*- f(x)dx—u*, entsprechendes bestimmtes Integral berechnen

6. Standardabweichung
c=+Jo" berechnen, Einheit hinzufiigen
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